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Aufgabe 1 (8 Punkte).
Im euklidischen Raum R3 mit dem Skalarprodukt, welches durch die Quadratische Form

x21 + 2x22 + 3x23

eindeutig bestimmt wird, betrachte die Unterräume

U1 = Lin
(
{(1, 2, 3)}

)
und U2 = Lin

(
{(1, 2,−1), (1,−7, 3)}

)
.

(a) Berechne explizit die orthogonalen Projektionen Pr⊥U1
und Pr⊥U2

.

(b) Zeige, dass die Verkettung Pr⊥U1
◦ Pr⊥U2

die Nullabbildung ist.

(c) Schließe aus (b), dass U1⊥U2.

Aufgabe 2 (8 Punkte).
Betrachte im unitären Raum C4 mit dem Standardskalarprodukt die Matrix

A =


3 0 0 2
0 3 2 0
0 2 3 0
2 0 0 3


(a) Bestimme die Eigenräume von A. Ist A, betrachtet als reelle Matrix, diagonalisierbar?

(b) Finde eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren.

(c) Zeige mit Hilfe von (a) und Aufgabe 1, dass der von A definierte Endomorphismus FA : C4 → C4

sich als FA = λP + µQ schreiben lässt, für geeignete Skalare λ und µ, sowie orthogonale
Projektionen P und Q mit

P ◦Q = 0 und P +Q = IdC4 .

Aufgabe 3 (4 Punkte).
Sei U ein Unterraum des euklidischen oder unitären Raumes (V, 〈−−〉).

(a) Beschreibe die symmetrische Differenz

F (U)⊥ 4 (F t)−1(U⊥).

(b) Schließe aus (a), dass U genau dann unter F invariant ist, wenn U⊥ unter F t invariant ist.
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